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A­°­Ӂ­z NJӁ N­ª°ӁXÈ ºÉ ƐǏƑ TX´N³ MX´ º|X T iNÄӃºÉ ­Z N³XJ «z J N­« «Ä­Ä´

ª­ ­« °ӃJ« ­ÆX³ J ´°JNX X Ÿ X |J´ º­°­Ӄ­z NJӃ N­ª°ӃXÈ ºÉ k ƎTX«­ºXT

TC(X) = kƏ  Z k  ´ º|X ª « ªJӃ «ÄªMX³ ´ÄN| º|Jº º|X³X  ´ J« ­°X« N­ÆX³

U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uk = X × X Ç|X³X XJN| Ui |J´ J Ӄ­NJӃ ª­♫­« °ӁJ«« «z ³ÄӁXŷ J

N­« «Ä­Ä´ ªJ° σi : Ui → PX ƎÇ º| PX º|X ´°JNX ­Z °Jº|´  « X Ə ´ÄN| º|Jº

σi(x, y)  ´ J °Jº| Z³­ª x º­ yŸ

+X­TX´ N N­ª°ӁXÈ ºÉ ƐǒƑ  ´ J«JӃ­z­Ä´ º­ º­°­Ӄ­z NJӃ N­ª°ӃXÈ ºÉŵ Ç º| º|X

NJÆXJº º|Jº JӃӃ °Jº|´ J³X zX­TX´ N´ Ǝ´|­³ºX´º °Jº|´ Ç º| N­«´ºJ«º ´°XXTƏŸ

GC(X) = k  Z k  ´ º|X ª « ªJӃ «ÄªMX³ ´ÄN| º|Jº º|X³X  ´ J Ӂ­NJӁӁÉ N­ª°JNº
°J³♫♫­« E0 t E1 t · · · t Ek = X × X Ç|X³X XJN| Ei |J´ J Ӄ­NJӃ +X­TX´ N

5­♫­« ;ӁJ«« «z >ÄӁX ƌ+5;>ƍ σi : Ei → GX Ÿ ,X³Xŵ GX ⊆ PX  ´ º|X ´°JNX ­Z

zX­TX´ N´  « X Ÿ FX NJӃӃ σ0, . . . , σk J zX­TX´ N ª­♫­« °ӁJ««X³Ÿ

A|X NÄº Ӂ­NÄ´ ­Z J °­ «º p ∈ X  ´ º|X ´Xº ­Z JӃӃ °­ «º´  « X Ç º| ªÄӃ °ӃX T ´ «Nº

zX­TX´ N´ º­ pŸ A|X ´º³ÄNºÄ³X ­Z º|X NÄº Ӄ­N   « X  ´ Æ ºJӃ º­ º|X N­ª°ÄºJ ­« ­Z

GC(X)ŵ J´  º  ´ XÈJNºӃÉ º|X ´Xº ­Z °­ «º´ Ç|X³X J +5;> ªÄ´º ªJ¦X J TXN ´ ­«Ÿ
*­³ X º|X ´Ä³ZJNX ­Z J °­ӃÉ|XT³­« ƎÇ º| º|X T ´ºJ«NX MXºÇXX« °­ «º´ J´ º|X

ӃX«zº| ­Z º|X ´|­³ºX´º °Jº| MXºÇXX« º|XªƏŵ º|X³X XÈ ´º´ J °­ӃÉ«­ª JӃƈ ªX JӃƈ

z­³ º|ª º­ N­ª°ÄºX º|X NÄº Ӄ­NÄ´ ­Z J z ÆX« °­ «º ƐǑƑŸ C´ «z º| ´ JӃz­³ º|ªŵ ÇX

´|­Ç º|Jº º|X zX­TX´ N N­ª°ӃXÈ ºÉ ­Z º|X ­NºJ|XT³­«  ´ Z­Ä³Ÿ

ƎJƏ AXº³J|XT³­« ƎMƏ $ÄMX ƎNƏ &­TXNJ|XT³­«

* zÄ³X ǎŸ $Äº Ӄ­NÄ´ ­Z °­ «º • ­« J ZXÇ °­ӃÉ|XT³JŸ

*­³  «ºXzX³´ 0 ≤ k0 < kŴ  Z Z­³ XJN| i ∈ {k0, k0 + 1, . . . , k} º|X³X XÈ ´º´ J «­«ƆXª°ºÉ
N­ӁӁXN♫­« Fi ­Z XªMXTT «z´  «º­ X × X ´ÄN| º|JºḾ

ƌJƍ (JN| Fi N­«´ ´º´ ­Z XªMXTT «z´ ­Z iƆT ªX«´ ­«JӁ ´ ª°Ӂ NX´ ∆i ↪→ X × X Ŷ

ƌMƍ *­³ F ∈ FiŴ J«É zX­TX´ N  « π−1
GX(³XӁ «º∗ (F )) XÈºX«T´ º­ J +5;> ­« JӁӁ  ªz (F )Ŷ

Ǝ,X³Xŵ ³XӃ «º
∗ (F )  ´ º|X ³XӁJ♫ÆX  «ºX³ ­³ ­Z  ªz (F )ŵ J«T πGX : GX → X × X ªJ°´ J zX­TX´ N º­  º´ ´ºJ³º J«T

X«T °­ «ºŸƏ

ƌNƍ F º| k0 ≤ i < kŴ Z­³ J«É F ∈ Fi J«T +5;> Γ ­«  ªz (F )Ŵ º|X³X  ´ J« F ′ ∈ Fi+1
´ÄN| º|JºḾ
ƌ ƍ A|X ªJ° F  ´ º|X ³X´º³ N♫­« ­Z F ′ º­ J ZJNX ­Z ∆i+1Ŷ
ƌ  ƍ (JN| zX­TX´ N  « Γ( ªz (F ))  ´ ´X°J³JºXT Z³­ª J«É zX­TX´ N´  « π−1

GX(³XӁ «º∗ (F ′)) MÉ J«
­°X« ´XºŶ

ƌ   ƍ A|X³X J³X J `« ºX «ÄªMX³ ­Z +5;>´ ­«  ªz (F ′)Ŷ

A|X« GC(X) ≥ k − k0 ƌ ŶXŶ J«É zX­TX´ N ª­♫­« °ӁJ««X³ ³X²Ä ³X´≥ k − k0 + 1 ´Xº´ƍŶ

A| ´ ªXº|­T  ´  «´° ³XT MÉ J³zÄªX«º´ ­Z&JÆ ´ ƐǎƑ J«T >XN ­ƈ5 ÀX³ ƐǒƑŵ Ç|­´X

°³­­Z´ Ä´X ´X²ÄX«NX´ŵ ´X²ÄX«NX´ ­Z ´X²ÄX«NX´ŵ XºNŸ ­Z XӃXªX«º´  « X × X Ÿ

(JN|  ºX³J ­«  ´ N­«´º³ÄNºXT ´­  º ªÄ´º MX  « J Ä« ²ÄX +5;>Ÿ 8Ä³ º|X­³Xª

TX´N³ MX´ ´ÄiN X«º N­«T  ­«´ Z­³ N­«´º³ÄN «z º|X´X ´X²ÄX«NX´Ÿ

ƎJƏ #J´X NJ´X (p∗, q∗) ∈ E0 J«T °­´ƈ

´ MӃX +5;> σ0

ƎMƏ $|­ NX ­Z F1 ∈ F1ŵ ´X²ÄX«NX

(pn, qn)n ⊆ E1ŵ J«T °­´´ MӃX σ1

ƎNƏ F2 ∈ F2ŵ (pn,m, qn,m)n,m ⊆ E2ŵ

J«T °­´´ MӃX σ2

* zÄ³X ǏŸ 5XN|J« ´ª ­Z º|X­³Xª Ç|X« Ä´XT ­« º|X Ǐƈº­³Ä´Ÿ (JN| XªMXTT «z F ∈ F1 Ǝ³X´°Ÿ
F ′ ∈ F2Ə XªMXT´ J ´ ª°ӃXÈ  «º­ {p∗} × X MÉ ´XӃXN «z º|X ´XN­«T ZJNº­³ º­ ªJ° º­ ­«X ­Z

º|X ´|JTXT Ӄ «X´ Ǝ³X´°Ÿ ´²ÄJ³X´ƏŸ F1 Ǝ³X´°Ÿ F2Ə  ´ N|­´X« º­ JÆ­ T σ0(p∗, q∗) Ǝ³X´°Ÿ σ1(pn, qn)nƏŸ

GC( )

FX ´|­Ç GC(­NºJ|XT³­«) ≤ 4 MÉ N­«´º³ÄN «z J« XÈ°Ӄ N º zX­TX´ N ª­ ­«

°ӃJ««X³ N­«´ ´ «z ­Z ǒ +5;>´Ÿ FX °J³ ­« º|X ´ºJ³º J«T X«T °­ «º´ ªJ «ӃÉ

MJ´XT ­« ªÄӁ♫°Ӂ N ºÉŵ º|X «ÄªMX³ ­Z Ä« ²ÄX zX­TX´ N´ MXºÇXX« º|X °J ³ Ǝº| ´

´º³JºXzÉ |J´ MXX« Ä´XT Z­³ Ä°°X³ M­Ä«T´ ­« GC(ºXº³J|XT³­«) J«T GC(NÄMX)ƏŸ

E5  ´ J T ´N³XºX ´Xº N­«ºJ « «z JӃӃ (p, q) Ç|X³X p J«T q J³X ­NºJ|XT³­«
ÆX³ NX´ŵ ­³ º|X ª T°­ «º ­Z J« XTzX ­³ ZJNX Ǝº| ´ N­«ºJ «´ JӃӃ (p, q) Ç º|
ªÄӃ °Ӄ N ºÉ ӄŵ J«T º|X³X XÈ ´º «­ °­ «º´ Ç º| ªÄӃ °Ӄ N ºÉ ǒƏŸ

E1 Ǝ³X´°Ÿ E4Ə N­«ºJ «´ JӃӃ °­ «º´ «­º  « E5 Ç º| ªÄӃ °Ӄ N ºÉ ǎ Ǝ³X´°Ÿ ǑƏŸ

E3 N­«ºJ «´ JӃӃ °­ «º´ «­º  « E5 Ç º| ªÄӃ °Ӄ N ºÉ ǐ JӃ­«z Ç º| ´­ªX Ç º|

ªÄӃ °Ӄ N ºÉ Ǐ Ǝº|X´X ÇX³X JTTXT º­ X«´Ä³X N­« «Ä ºÉ ­Z σ2ƏŸ

E2 N­«ºJ «´ º|X ³XªJ « «z °­ «º´ Ç º| ªÄӃ °Ӄ N ºÉ ǏŸ

*­³ ª­´º ­Z º|X´X ´Xº´ŵ º|X J´´­N JºXT σi  ´ XJ´É º­ N­«´º³ÄNºŸ *­³ σ1ŵ º|X³X  ´

­«ӃÉ ­«X N|­ NX Ǝ´ «NX J«É (p, q) ∈ E1 |J´ J Ä« ²ÄX zX­TX´ NƏŸ E3ŵ E4ŵ J«T E5
NJ« MX °J³ ­«XT  «º­ ´ªJӃӃ NӃ­°X« ´Xº´ŵ ´­ σ3ŵ σ4ŵ J«T σ5 J³X XJ´ ӃÉ N­«´º³ÄNºXT

J´ ° XNXÇ ´X ZÄ«N ­«´Ÿ A|X ª­´º T iNÄӃº +5;>  ´ σ2Ÿ A­ N­«´º³ÄNº σ2(p, q)ŵ ÇX
N­«´ TX³ º|X NÄº Ӄ­NÄ´ Ӄ «X º|Jº q Ӄ X´ ­« J«T J°°³­JN| Z³­ª J N­Ä«ºX³NӃ­N¦Ç ´X

T ³XN ­«ŵ Ç|X« J°°Ӄ NJMӃXŸ

ƎJƏ $Äº Ӄ­NÄ´ ­Z º|X NX«ºX³ °­ «º ­Z J ZJNX ƎMƏ ;X³ºÄ³MJ ­« ­Z •  « ƎNƏ º­ÇJ³T´ J ÆX³ºXÈ

ƎNƏ *Ä³º|X³ °X³ºÄ³MJ ­« ­Z •  « ƎTƏ º­ÇJ³T´ J« XTzXŸ A|X
NÄº Ӄ­NÄ´ Ӄ «X´ Ç º| «­ ´°XN `XT • J³X  « E3 º­ °³X´X³ÆX

N­« «Ä ºÉ ­Z σ2Ÿ

ƎTƏ ;X³ºÄ³MJ ­« ­Z •  « ƎNƏ º­ÇJ³T´ J« XTzXŸ A|X NÄº Ӄ­ƈ
NÄ´ Ӄ «X´ Ç º| «­ ´°XN `XT • J³X  « E3 º­ °³X´X³ÆX N­«ƈ

«Ä ºÉ ­Z σ2Ÿ

ƎXƏ $Äº Ӄ­NÄ´ ­Z J ÆX³ºXÈ ƎZƏ $Äº Ӄ­NÄ´ ­Z J °­ «º ­« J« XTzX

* zÄ³X ǐŸ $­«´º³ÄN ­« ­Z +5;> σ2Ÿ  °Jº| ´ºJ³ «z Z³­ª • J°°³­JN|X´ J NÄº Ӄ­NÄ´ Ӄ «X Z³­ª
º|X ´ TX  «T NJºXT MÉ •Ÿ •  «T NJºX´ Z³XX N|­ NX ­« Ç| N| ´ TX º­ J°°³­JN| Z³­ªŸ 8M´X³ÆX º|Jº
Ç|X« J NÄº Ӄ­NÄ´ Ӄ «X |J´ J Ä« ²ÄX X«T°­ «º ­« J« ­NºJ|XT³­« ÆX³ºXÈŵ σ2 J°°³­JN|X´ º|X Ӄ «X
Z³­ª º|X ź³ z|ºŻ ´ TX ­Z º|Jº ÆX³ºXÈ Ǝ ŸXŸ º|X `³´º ´ TX X«N­Ä«ºX³XT Ç|X« ª­Æ «z

N­Ä«ºX³NӃ­N¦Ç ´X J³­Ä«T º|Jº ÆX³ºXÈƏŸ

GC( )

A­ ´|­Ç GC(­NºJ|XT³­«) ≥ 4ŵ ÇX Ä´X ­Ä³ ´ ª°ӃXÈ XªMXTT «z º|X­³Xª ­«

XªMXTT «z´ J³­Ä«T J °J³ NÄӃJ³ °­ «º ­Z º|X NÄº Ӄ­NÄ´Ÿ FX N­«´º³ÄNº N­ӃӃXN ­«´

­Z Ǝ0, . . . , 4ƏƈT ªX«´ ­«JӃ ´ ª°ӃXÈ XªMXTT «z´ º­ ´|­Ç º| ´ Ӄ­ÇX³ M­Ä«T Ǝº| ´  ´

º|X º|X ´º³­«zX´º M­Ä«T °­´´ MӃX Ç º| ­Ä³ ªXº|­TƏŸ A|X NÄº Ӄ­N  ³XӃXÆJ«º º­ ­Ä³

XªMXTT «z´ J³X º|­´X  « * zÄ³X ǐƎJŵMŵNƏŸ

ƐǎƑ &­«JӃT 5Ÿ &JÆ ´Ÿ

+X­TX´ N N­ª°ӃXÈ ºÉ ­Z J ºXº³J|XT³­«Ÿ

A|X +³JTÄJºX 0­Ä³«JӁ ­Z 5Jº|XªJ♫N´ŵ ӅƎǏƏŷǎǒƉǏǏŵ ǏǍǏǐŸ

ƐǏƑ 5 N|JXӃ *J³MX³Ÿ

A­°­Ӄ­z NJӃ $­ª°ӃXÈ ºÉ ­Z 5­ ­« ;ӃJ«« «zŸ

& ´N³XºX J«T $­ª°ÄºJ♫­«JӁ +X­ªXº³Éŵ ǏǔŷǏǎǎƉǏǏǎŵ ǏǍǍǐŸ

ƐǐƑ *Ӄ­³ J« *³ N¦ J«T ;³J«JÆ >J¤M|J«TJ³ Ÿ

+X­TX´ N N­ª°ӃXÈ ºÉ ­Z º|X ­NºJ|XT³­«ŵ J«T J« JӃz­³ º|ª Z­³ NÄº Ӄ­N  ­« N­«ÆXÈ °­ӃÉ|XT³Jŵ ǏǍǏǒŸ

ƐǑƑ 0­´X°| ?Ÿ #Ÿ 5 ºN|XӃӃŵ &JÆ T 5Ÿ 5­Ä«ºŵ J«T $|³ ´º­´ ,Ÿ ;J°JT ª º³ ­ÄŸ

A|X T ´N³XºX zX­TX´ N °³­MӃXªŸ

?. 5 0­Ä³«JӁ ­« $­ª°Ä♫«zŵ ǎӄƎǑƏŷӄǑǓƉӄӄӅŵ ǎǔӅǓŸ

ƐǒƑ &JÆ T >XN ­ƈ5 ÀX³Ÿ

+X­TX´ N N­ª°ӃXÈ ºÉ ­Z ª­ ­« °ӃJ«« «zŸ

0­Ä³«JӁ ­Z  °°Ӂ XT J«T $­ª°ÄºJ♫­«JӁ A­°­Ӂ­zÉŵ ǒƎǎƏŷǎǑǎƉǎǓӅŵ ǏǍǏǎŸ
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